4. RENTAS VARIABLES

I. EN PROGRESION ARITMETICA :

A. Calculo del valor actual

Seanqy, Ay, ..., d, losn términos de una renta anual que vencen en los nmtosik
2, ..., nrespectivamente.

Supongamos que las anualidades varian en prograstémética, es decir que cada
término se obtiene de sumar al anterior una cahtidastantg llamada razon.

Resulta entonces:
a; = dz

Si hacemosi; = a, la representacion grafica de la renta es
a a|+p a+|2p a+(||n-2)p a+$n-1)p

0 1 2 3 n-1 n
Para calcular el valor actual de dicha renta tandseque actualizar cada una de las
anualidades por el tiempo que media entre su veagimy el momento cero, aplicando a
cada capital el factor de actualizac{d@ri)™ al que denominamad. Es decir:

A+)" = V siendo v = (1+)*
Veamos graficamente cOmo se puede descomponertéaameterior:
0 1 2 3 n-2 n-1 n
| | | | | | |
| | | | | | |
a a a a a a [ (1)
+ + + + +
p p p p p |2
+ + + +
p p p p | ()
+ + +
¥ " ¥
| p p p [n-2)
+ +
P p |(n-1)
+
p | (n)
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A la vista del grafico se observa que hemos desuesip la renta propuesta en varias
rentas, todas ellas pospagables:

La (1) inmediata y da términos de cuantia, siendo su valor actual:
V,=al

La (2) diferida un afio y de-1 términos de cuanti@ con un valor actual:
Va=pUO Iy

La (3) diferida dos afios y ae2 términos de cuanti@a con un valor actual:
Vi=p0O iw2
La (n-2) diferidan-3 afios y de 3 términos de cuargiaon un valor actual:
Va=0U0 (n) ' =p0 ;07
La (n-1) diferidan-2 afios y de 2 términos de cuargjaon un valor actual:
Vo=p0 , 0"
La (n) diferidan-1 afios y de un término de cuarpiacon un valor actual:
V,=p0 0"
El valor actual de la renta propuesta resultarguwhear todos los valores actuales de
las rentas en las que la hemos descompuesto.

Sabiendo que

ni

1-(1+i)™

y que a (1+i)' le llamaremos", resulta:

y en base a esta expresion vamos a calcular el aetigal de la renta propuesta:
Vi=al ., +p0 I+ p0 0 +.+p0 , 0"+ p0 B

i n n

que podemos expresar:

+ p@/[«ll'il_l + ,owZEll_iL_z +...+,om/”'291__—v2 + p@”‘lgﬂ

Vy,=al
| |

Si en esta expresion sacamos factor compr/ih desde el segundo sumando:
Vizal ,, + 2Mi-vit)evi(i-v2)+ ev2(1-v2) + vi(1-v)
|

ni

Si hacemos los productos del corchete resulta:

Vo=aO ., + _B(v—v”+v2—v”+...+v”'2—v”+v”‘1—v”)

ni
|

Sumando y restande” dentro del paréntesis, el resultado no varigogiando luego
y

los términos negativos se obtiene:
V,=al . +,£(v+v2 +. AV YT Y —nv”)
[

Dado que:
VHVZ + . V"2 vy =

ni
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y sustituyendo dicho valor dentro del paréntesisite:

V,=al, +*( , -no")

ni .
|

expresion que determina ehlor actual de una renta anual inmediata pospagabl de n
términos variables en progresion aritmética de razd p, valorada al tanto unitario de
interés compuesto anual i.

B. Céalculo del valor final:

La determinacion del valor final de una renta anmahediata pospagable de
términos variables en progresion aritmeética dem@zguede hacerse por dos procedimientos.

a) Capitalizando por n afos el valor actual ya obtenid en el punto anterior.
Asi :
Ve =V, (1+i)
y sustituyemoV, por suvalor resulta:

V. =[a|:| “‘+Tp( ni-nljl/“)}(lﬂ)”

Operandoahora:
Ve=an , (i) +2[ (i) -nor(a+i)]
Perorecordemogyjue:
n i (1+|)“ = Sn i
yque v =(1+i)" luego vi(a+i) =1
dedonde:

b) Valorando en el momento n los distintos capitalesug componen la renta.
La representacion gréafica de la renta, ya vista, es

<|1 a|+p a+|2p a+(||n-2)p a+Fn-1)p
| | | | |

0 1 2 3 n-1 n

Para calcular el valor fina de dicha renta tendeioee capitalizar cada una de las
anualidades por el tiempo que media entre su veacimy el momentm, aplicando a cada
capital el factor de capitalizacig¢h+i)" al que denominamas. Es decir:

@A+)" = siendo v = (1+)
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Veamos graficamente como se puede descomponattéaanaterior:

0 1 2 3 n-2 n-1
| | | | | |
a a a a a (1)
+ + + +
p p p p (2)
+ + +
p p p (3)
+ +
+ +
p p (n-2)
+
P (n-1)

(n)

A la vista del grafico se observa que hemos desuestp la renta propuesta en varias

rentas, todas ellas pospagables:

La (1) inmediata y da términos de cuantia, siendo su valor final:

La (2) diferida un afio y de-1 términos de cuanti@ con un valor final:
Ve =p5 1

La (3) diferida dos afos y ae2 términos de cuantia con un valor actual:
Ve =P8,

La (n-2) diferidan-3 afios y de 3 términos de cuargiaon un valor actual:
Ve = o155

La (n-1) diferidan-2 afios y de 2 términos de cuargjaon un valor actual:
Ve = L5

La (n) diferidan-1 afios y de un término de cuarpiacon un valor actual:

Ve =p

VF =alESni
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El valor final de la renta propuesta resultarautea todos los valores actuales de las
rentas en las que la hemos descompuesto.

Sabiendo que
(1+i) -1
ST

y que a (1+) le llamaremos", resulta:

Si=

v' -1
i

y en base a esta expresion vamos a calcular el fuadd de la renta propuesta:
Ve =alB, +p§ i+ o5, +..+plE  + L5, +p
Si en esta expresion sacamos factor conpidesde el segundo sumando:
Ve =al8, +p(Sy +S, +t S +S, +1)

gque podemos expresar también:

n-1 _ n-2 _ 3 _ 2 _
VF:aES”+,0(d/ 1+v _ 1+...+V_ 1+v. 1+1j

1 I [ [
Si dentro del paréntesis sacamos factor comi/n a
Ve =al8,, +,0ﬁ(v”‘1 —1+V"7P =14 LV -1V —1)+1
[
Asociado luego los términos positivos por un ladosynegativos por otro:
Ve =als, +_—'0(v“‘1 +V"P LAV V- n)+1
[

Dado que:
VITTHVTP ViV +1=S

y sustituyendo dicho valor dentro del paréntesisite:

VF :a[Sn i +[i)(sni_n)

EJEMPLOS:

Ejemplo 1°

Calcular el valor actual y final de una renta daérninos anual pospagable, variable
en progresion aritmética a razon de 10.000 € cdida siendo la primera anualidad de
200.000 € y el tipo de interés anual compuestdel 6
Solucion:

Graficamente:

200.000 210.000 e 8680. 340.000
I | | | I
I I I I I
0 1 2 14 15
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Para calcular el valor actual, partiendo de la esipn:
V,=al i+,£( . i—nv”)

"
y sustituyendo datos, resulta:
_ +0' -15 _ +0 -15 _
V, = 200000x > (1+006)™ , 10000°1-(1+006)™ _ 15(1+0'06)™*° | = 251799531 €.
0'06 0'06 0'06
Para calcular su valor final, basta capitalizaesultado anteriormente obtenido\de
por 15 afios al 6% y obtendremos:
V. =V, (1+i) = 251799531(1 + 0'06)"° = 6034522'2¢%.
El mismo resultado se habria obtenido utilizandexiaresion:

V, =als, +i—’f’(sn i —n)=a|3(L)n_i+_—"’((1J'i_¢ -n]:

RS _ AR5
- 200000¢ L+006)° =1 10000 (1+006)° -1 ) _o00corinee
006 006 006

Ejemplo 2°

Una persona que espera obtener unos ingresosabtiércada afio de 12.000, 13.000,
14.000 £€... desea saber cual sera hoy el valor adéulls ingresos que va a percibir durante
10 afos. Calcular dicho valor si el tipo de intaréézado es el 8% compuesto anual.
Solucion:

Graficamente:
12.000 13.000 21.000
| | | |
| | | |
0 1 2 10

Utilizando la expresion:
V, =al +|_p( ni-nﬂ/”)=a|:‘1_(1i+i)_ +£(1—(1+i)' -n[(1+i)'1°J=

ni

' -10 , _10
12000x L= (1008 1000( 1-(1+008)

-10x(1+008)*° | =106497'81€
008 008 008

C. Renta anual perpetua variable en progresion aritméca:

Como ya definimos anteriormente, una renta perpetuaquella que tiene infinitos
términos

Seanda, a+p, a+2p, a+3p, ... lostérminos de una renta con vencimiento al
cabo del, 2, 3, 4, ... afios respectivamente.
Gréaficamente:
N S L
| | | |
0 1 2 3 )
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Para determinar su valor actual partiremos de passion conocida:

VA:(”Dni+‘:( ni_nwn)

gue nos determina el valor actual de una rentabigen progresion aritmética.

Calculando el limite de dicha expresién cuandi@nde a infinito resulta:

v, =aDwi+‘;( .. -nm”)

. . 1
El valorde . ;, como hemos visto anteriormente eg:, =—
[

Recordemos qué' es igual a (1+i)

El limite den v" cuandon tiende a infinito es:
. . N\-— . n 00
NO" =limnd1+i)" = lim =
limn®" =fmnt@+)" =lm =y

n-oo

lo cual parece una determinaci®fe igual ac, pero observése que el denominador es mayor
que el numerador, luego el resultado va a ser cermpo puede determinarse aplicando la
regla de L’'Hdpital, que consiste en calcular lawdeta del numerador y la del denominador,

y hallar posteriormente el limite del cociente.
Asi:
Realizandda derivadasdel numeradory denominadoresulta:
Derivadadelnumerador.  ladereivadaden=1
Derivadadel denominadp: la derivadade(1+i)"; como nesunavariable= (1+i)".1.In(1+i)

dn 1
d(1+i)" B (1+i)" LIn(1+i)
1 1

lﬂm (1+i)"In(1+1) ) (1+i)".In(1+i)

Por tanto, la expresion del valor actual toma alofarma:

V, :a_—1+_£[}—0j

esdecir:

ks

V, +

N

_a
i

expresion que nos determina el valor actual derenga perpetua variable en progresion
aritmética de razomp valorado al tanto unitario de interés compuestaahi.

Respecto al valor final, l6gicamente, no tiene ddoten las rentas perpetuas,
sean estas constantes o variables.
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Ejemplo 1°

Calcular el valor actual de una renta anual pegoptispagable, variable en progresion
aritmética a razon 1.000, siendo el primer térniiads.000 € y el tanto de valoracion el 10%
de interés anual compuesto.

Solucion:
Graficamente:
5.000 6.000 7.000
| | | |
| | | |
0 1 2 3 )
V, =24 £ 22999, 1000 _ 1500006,
i i’ 010 (0'10)

D. Resto de tipos de rentas

Hemos calculado el valor actual y final de una aeathual inmediata pospagable
variable en progresion aritmética, asi como elnvabbual en caso de que sea perpetua.

Si el primer vencimiento no tiene lugar en el motaemno sino en cualquier otro,
deberemos actuar de la misma forma vista en tenias@es.

Recordemos la conveniencia de representar grafidemi@ renta que se quiera
estudiar, porque a la vista del grafico, la deteation de la expresion a utilizar es inmediata.

Vamos haber a continuacion los otros tipos de segtee nos queda, es decir: la
inmediata prepagable, la diferida pospagable yiddeprepagable.

a) Inmediata prepagable

Como se trata de una renta inmediata prepagalpeingtr vencimiento tiene lugar en
el momento cero, y su representacion grafica es:

e

Vp > \A A

Partiendo de la expresion ya conocida cuando léares inmediata pospagable
variable en progresion aritmética:

VA:(”Dni+‘:( ni_nwn)

obtenemos el valor de la renta en el momento antariprimer vencimiento, es decir en este
caso en el momentel, en valor aqui de la renta ¥s .

VpIaDni+pT( L -non)
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Si después capitalizamos dicho valg al momento cero, obtenemos\él .
V, =V, [{1+i)

por tanto ahora la formula seria:

V) =V, [ﬂ1+i)={a 0, . +%( N -n@”)}(lﬂ)

Para calcular el valor finaV/r solo tenemos que capitalizar el valor actWal a ese
momento final, es decir:

Ve =V, (1+i)

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

V. ={a[8n i +i_p(8” i —n)}(1+i)

Si la renta fuera perpetua prepagable utilizaridamespresion :

V, =(%+i§j(1+i)

b) Renta diferida pospagable

A ser una renta diferidd afios pospagable, el primer vencimiento tiene lugar en el
momentod+1, y su representacion grafica es:

Va \

Partiendo de la expresion ya conocida cuando léares inmediata pospagable
variable en progresion aritmética:
VA:(”Elni-'-p-i( ni_nwn)
[
obtenemos el valor de la renta en el momento antakiprimer vencimiento, es decir en este
caso en el momentd, en valor aqui de la renta ¥g .

W:amm+%(nimwﬂ
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Para calcular el valor en el momento cero, es agomlor actual Vo de la renta,
actualizaremos el valor en el momedt@s decirV, hasta ese momento cero oseaios,y
asi:

- ()
V, =V, [{L+i)

por tanto ahora la formula seria:

V, =V, [ﬂ1+i)=[a o, +p|—( . -n@”)}(lﬂ)_d

Para calcular el valor finaV/r solo tenemos que capitalizar el valor actVal a ese
momento final, es decir:

Ve =V, (1+i)"

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

VF :a[sn i +-£(Sn i _n)
|

Si la renta fuera perpetua diferida pospagableatibmos la expresion :

V, = (ﬂ +§j(1+ i)

c) Renta diferida prepagable

A ser una renta diferidd afiosprepagable, el primer vencimiento tiene lugar en el
momentad, y su representacion gréafica es:

'S4 p

Va Ve

Partiendo de la expresion ya conocida cuando léares inmediata pospagable
variable en progresion aritmética:
- p ( n)
VA_aDni-l_T ni_nljl
obtenemos el valor de la renta en el momento antakiprimer vencimiento, es decir en este
caso en el momentd-1, en valor aqui de la renta ¥g .

Vp=aDni+pT( T
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Para calcular el valor en el momento cero, es agomlor actual Vo de la renta,
actualizaremos el valor en el momeukd, es decir V, hasta ese momento cero oska
afos,y asi:

V, =V, ft+i)

por tanto ahora la formula seria:

V, =V, [fL+i) =[a 0., +F;_( o-n @n)}(lﬂ)—(d—l)

Para calcular el valor final/¢ solo tenemos que capitalizar el valor actMal a ese
momento final, es decir:

Ve =V,

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

V. ={a[8n +P(s —n)}(1+i)

Si la renta fuera perpetua diferida prepagableatiamos la expresion :

V= I? +i_2I(1+ i)

EJEMPLOS:

Ejemplo 1°

Calcular el valor actual y final de una renta d&e@ninos, variables en progresion
aritmética de razén 3.000 siendo la primera anadlide 20.000 € y su valoracién al 5% de
interés compuesto anual, si la renta es:

(a) Diferida 4 afios y pospagable.

(b) Diferida 4 afios y prepagable.

(c) Inmediata prepagabile.

(d) Inmediata pospagabile.

Solucion caso a)

A ser una renta diferida dfospospagable, el primer vencimiento tiene lugar en el
momentob y su representacion gréafica es:

e =

a a+p a+7p
| | | | | | | |
I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 12
Va Ve
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V, =V, E(1+i)=[(x|]n | +IB( -n D/”)](1+i)'d =

1-(1+005)°  3000(1-(1+005)° o
0'05 0'05 0'05

=| 20000

1+ 0'05)‘8H(1 +0'05)* = 15810213¢.

Para calcular el valor final/¢ solo tenemos que capitalizar el valor actMal a ese
momento final, es decir:

Ve =V, (1+i)"*" = 15810213(1 + 0'05)" = 28392871€.

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

Y. o \e
Ve =alBb, +i_p(sn i _n)=20000(1+005) _1+3000((1+005) -1_

8 [=283928/1€
0'05 0'05 0'05

Solucién caso h)

A ser una renta diferida dfios prepagable, el primer vencimiento tiene lugar en el
momento4 y su representacion grafica es:

o
- S

a o+p a+7p
| | | | | | | |
I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 11 12
Va Ve

vV, tiei)=fan, +2( o fasiye -

ine)-8 '05)8
=[200001—(1+005) +3ooo[1—(1+005) _

8(1+005)”° H@ +0'05)"° = 16600724 €.
0'05 0'05 0'05

Para calcular el valor final/¢ solo tenemos que capitalizar el valor actMal a ese
momento final, es decir:

V. =V, (1+i)"" = 16600724(1+ 0'05)"” = 29812515 €.

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

vV, =[a|:5n | +i—’f’(sn | —n)}(1+i)=

20000

(1+005) -1 3000( (1+005)° -1
+ —
0'05 0'05 0'05

8}(1+ 0'05) = 29812515 €.
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Solucién caso ¢)

Como se trata de una renta inmediata prepagalpeinetr vencimiento tiene lugar en
el momento cero, y su representacion grafica es:

a a+p a+2p a+7p
| | | | | |
| | | | | |
-1 0 1 2 7 8
Vp > A Y

Vo=V, )=l od, +2( no)aei)=

nzY8 'o5Y) 8
=[200001—(1+005) +3000(1-(1+005) _

8(1+ 0'05)'8]}(1 +0'05) = 20178283 €.
005 005 005

Para calcular el valor finaV/r solo tenemos que capitalizar el valor actWal a ese
momento final, es decir:

V. =V, (1+i) =20178283(1+ 0'05)° = 29812514 €.

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

vV, =[a|:5n | +i—’f’(sn | —n)}(1+i)=

= 20000

(1+005) -1 3000( (1+005) -1
+ -—
0'05 0'05 0'05

8}(1 +0'05) = 29812514 €,

Solucion caso d)

Como se trata de una renta inmediata pospagalpener vencimiento tiene lugar en
el momentdl, y su representacion gréfica es:
4_

a+p a+2p a+7p
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V, =Vp|:(l+i)=|:(x|:|n 2 -nn,n)]=

1ne)-8 'n5)8
_| 000ot=(L+005) +3ooo(1—(1+005) _

8(1+005)° || =19217413€.
0'05 0'05 0'05

Para calcular el valor finaV/ solo tenemos que capitalizar el valor actVal a ese
momento final, es decir:

Ve =V, (1+i) =19217413(1+ 0'05)° = 28392871€.

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

V, =als, +i—’”(sn - —n) = 20000

(1+005) -1, 3000( (L+005)f -1
0'05 0'05 0'05

—8] = 283928/1¢€.

Ejemplo 2°

Con los datos del ejemplo anterior, calcular ebwalctual de las distintas rentas
considerandolas perpetuas.

Solucion:
Como se trata de rentas perpetuas, para calsularalor actual utilizaremos la
expresion:
a
VA =— 'I'é
i

pero teniendo en cuenta que ésta nos refiere todosapitales a un momento anterior al
primer vencimiento y si el primer vencimiento estidito de 1 tendremos que trasladar el
valor obtenido con dicha expresion al momento cero.

Solucién caso a)

Renta perpetua diferida 4 afios y pospagable.
Graficamente:

3 avedr®
I I I

0 1 2 3 4 5 6 7 .
v, =2+ P < 20000, 3000 _ 4 500000e.
i i 005 (005)

V, =V, (1+i) = 16000041 + 005)" = 131632305 €.

Solucion caso k)
Renta perpetua diferida 4 afos y prepagable.

Gréficamente:
M — p\/%
W a+p a+2p
N B B B B
0 1 2 3 4 5 6 0
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v, =94 P 20000, 3000 _ 4606000,
i i 005 (005)
V, =V, (1+i) €™ = 16000041 + 0'05) " = 138214016 €.

Solucion caso ¢)

Renta perpetua inmediata prepagable.
Graficamente:

<

v, =94 P 20000, 3000 _ 4606000,
i i 005 (005)
V, =V, (1+i)=160000¢1 + 0'05) = 1680000.

Solucién caso d)

Renta perpetua inmediata pospagable.
Gréficamente:

d
<«

W &ﬁ'\
a +p a+2p
| |
| | | |
0 1 2 3 00
Vv =£+é 20000 3000

=005 {o0s) = 160000CE.
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. EN PROGRESION GEOMETRICA :

A. Célculo del valor actual

Seanay, dy, ..., 0, losn términos de una renta anual que vencen en los mtostg
2, ..., nrespectivamente.

Supongamos que las anualidades varian en progrge@meétrica, es decir que cada
término se obtiene de multiplicar al anterior uaatad constant@ llamada razoén.

Considerandoa; = a, resulta:

a, = dad
a, = af
as = ap?
Opg = aBn-Z
a, = ap™*
cuya representacion grafica de la renta sera:
a ap ap? .. ap™? ap™
| | | | |
0 1 2 3 n-1 n

Para calcular el valor actual de dicha renta tandseque actualizar cada una de las
anualidades por el tiempo que media entre su veagimy el momento cero, aplicando a
cada capital el factor de actualizac{@ri)" al que denominamas. Es decir:

Vy=aW+a BV +a BV +. . +a BN +a B IV
Sacando factor comun@a.v tendremos:
V,=a i+ B+ B2V + ..+ P22 + BT Y
El corchete recoge la suma de los términos de owggsidn geométrica en la que:

El primer término es:
El dltimo término es:
El nUmero de términos es: n

La razon de la progresion es:f3.v

1
Bn-l Vn-l

Dicha progresion sera creciente o decreciente sggérel productg.v sea mayor o
menor que la unidad.

Como v = 1/(1+i), el productof.v se puede expresar también de la foriél+i)
en la que su cociente sera mayor, igual 0 menorugoesegun quef3 sea mayor, igual o
menor que(l+i).
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«» Supongamos distintos supuestos
> B=(1+1)

Observemos que sp = (1+i) el producto.v = 1 luego el valor actuaNV, de la
renta sera:

VazowV. [1+1+1+ .. +1+1]

?fveces
Es decir:
Va =0a.v.n
O bien
aln
V. =
b (a+i)
> B£(1+1)

Pero supongamos qu& es distinto d€l + i) y que ademas:

v’ Como en el caso més generalf < (1 + i)

El corchete recoge entonces la suma de los térndaasna progresion geométrica
decreciente, cuya expresion general es:

-a lr
S“ = ﬁ
- 1-r
Recordemos que:
El primer término es: 1
El dltimo término es: R

El nUmero de términos es: n
La razon de la progresion es:f3.v

Sustituyendo términos en la expresion resulta:
S _ ai_aﬂllj _ 1_ﬂn—lwn—lww: 1_ﬁn|]/n

1-r 1-p0v 1-pv
por lo que la expresion general del valor actdal de dicha renta sera:
V, =aVE— Fu
1-80v
que puede expresarse de la forma:
V, = aVE— P ﬂw
1- 1
1+i
en la que poniendo denominador comun en el denaminasulta:
_’Bn wn
V,=aly .
ATV B
(1+i)
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gue puede simplificarse y queda:

_ g " _ 3-8 W" 1-p"0"
UW&H - D(1+| 1+i-8 7 1+i-p
(1+|) (1+|)
_ 1_'8n wﬂ
AT 14i-p

Observemos que $ = (1+i), a partir de la expresion general se obtne:

VA_al—ﬁ” " :aE;—(:m)” fa+i)” :aE;—(1+i)° S o S
1 0

1+ 1+i—(1+i) 1+i-1-i 1-

que es una indeterminacion, pero de la que ya hefienido su valor real anteriormente,
recordemos:
Va=a.v.n

v" Pero supongamos qup es distinto dg1 + i) y que ademas: B > (1+i) que
recordemos es poco frecuente, que se de este caso.

El corchete recoge entonces la suma de los térnidaasna progresion geométrica
creciente, cuya expresion general es:

Recordemos que:

El primer término es: 1

El dltimo término es: R
El nUmero de términos es: n

La razon de la progresion es:f3.v

Sustituyendo términos en la expresion resulta:
_a t-a pU'IIBIN-1_ B O"-1

S or-1 fv-1 - pI-1
por lo que la expresion general del valor actdal de dicha renta sera:
V,=alV v -1
LI-1
que puede expresarse de la forma:
V,=alV ﬂw -1
-1
1+i
en la que poniendo denominador comun en el denaminasulta:
" -1
V,=aly .
A LB-1-i
(1+i)
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gue puede simplificarse y queda:

V, —aﬂ/Dg V- ! DB v - :a’gnwn_l

—1—| 1+i) B-1-i L-1-i
(1+|) (1+|)

LB -1

V
A= ,8 1-i

B. Calculo del valor final:

Para calcular el valor finaVg de la renta propuesta podemos seguir como es otra
ocasiones, dos procedimientos:

a) Capitalizar el valor actual al momento del dltimo \encimiento.
Asi resultaré:
Ve =V, [1+i)
Y en este caso:
Utizandocomovalor de V, la expresioérgeneraltenemos
1 v .
Ve =V, [f1+i)" _a'g—(1+|)n

1+i-p8

en la que haciendo el producto se obtiene:

VAP ) PR (L) P () e 1) LD

E =

1+i-8 1+i-p4 1+i-8
:a(liri)i# (enestecaso B #1+i)
F :a(l_l_i)-n_ﬂn
1+i-p3

En el caso de quef = (1+i) la expresion anterior nos daria de nuevo una
indeterminacion, pero podemos calcular su valdrpadiendo de que su valor actual real era
Va =a.v.n y capitalizando dicho valor, con lo que resudtari

Ve =ahl+i) =afl+i) hifi+i) =amh{1+i)""  (Enelcasodeque S =1+i)
b) Desplazando cada capital desde su vencimiento hasth momento en que
vence su Ultimo término a través del factor de cailizacion (1+i)" .
Recordemos la representacion gréafica de la renta:
\ ap or||32 .. cx[|3”'2 0(|B”'1

| | | | |
0 1 2 3 n-1 n

PRODUCTOS Y SERVICIOS FINANCIEROS Y DE SEGUROS BASICOS 223
JOSE MANUEL DOMENECH ROLDAN
PROFESOR DE ENSENANZA SECUNDARIA
RAMA ADMINISTRATIVA'Y COMERCIAL



Para calcular el valor final de dicha renta tendremue capitalizar cada una de las
anualidades por el tiempo que media entre su veecimy el momento final, aplicando a
cada capital el factor de actualizacidri)" al que denominamas. Es decir:

Ve =a V" +a (B +a [P+ . +a B N+a B I
Sacando factor comun @ tendremos:
Ve =a V' + B+ BV 4+ BV W+ B
El corchete recoge la suma de los términos de ogagsion geométrica en la que:

El primer término es: v
El dltimo término es: g™t
El nUmero de términos es: n
La razén de la progresion es:p.v*

Dicha progresién sera creciente o decreciente segérel producto|3.v'1 sea mayor
0 menor que la unidad.

Como v = (1+i), el productop.v’ se puede expresar también de la fofBd +i) en
la que su cociente sera mayor, igual 0 menor qoesagun quef3 sea mayor, igual o0 menor
que (1+i).

R/

«» Supongamos distintos supuestos
> B=(1+1)

Observemos que B = (1+i) el productoB.v‘1 = 1 luego el valor actuaMg de la
renta sera:

Ve=a. [V + VT + v+ o+t + v ]

n. Ut
Es decir:
Ve=a. \/n-:L III
O bien
Ve =ahifl+i)"
> B£(L+1)

Pero supongamos qu& es distinto d€l + i) y que ademas:

v’ Como en el caso més generalf < (1 + i)

El corchete recoge entonces la suma de los térniaasna progresion geométrica
decreciente, cuya expresion general es:

—-a,lr
S = &
- 1-r
Recordemos que:
El primer término es: v
El dltimo término es: gt

El nUmero de términos es: n
La razon de la progresion es:B.v*
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Sustituyendo términos en la expresion resulta:
S a:]_ an it Vn—l _ ,Bn_l E,B w—l B Vn—l _ ﬂn w—l

1-r 1- 80 1-80t
por lo que la expresién general del valor actdal de dicha renta sera:

_l_ —_
VF :aM
1- BV

que puede expresarse de la forma:

B
! v - (1+|)
en la que poniendo denominador comun en el numeyadenominador y operando resulta:
(i) da+i)-p"
ooy @) _lasiyr )= glasi) _@riytdasi)- g @ri)y - g
] L+i)-5 [(L+i)- Bl(2+i) (L+i)-5 (L1+i)-5
(1+i)
Quedando la siguiente expresion que como vemosiégida a la ya obtenida de
capitalizar el valor actual:

g1+i)“—,/3n
(1+i)-p

Ve =a

Ejemplo:

Calcular el valor actual y final de una renta inmatl pospagable variable en
progresion geomeétrica de 10 términos sabiendo @ueidntia del primero es de 50.000 € y
que varia a razén del 3% anual acumulativo. Tipontkeés de valoracion el 6%

Solucion:

Graficamente:
50.000 50.Q003) 50.000(1'03) ... 50.000(1'08)
| | | | |
0 1 2 3 10
Calcular el valor actuaVa
V, = aﬂ = 500001~ (vos)® fa +006)™ = 41594019€.

1+i- 8 1+0'06 - 103
Calcular el valor finalVg , se hara por los dos métodos:
(a) Capitalizando el valor actual:
Ve =V, [f1+i) = 41594019(1 + 0'06)"° = 74488553 €.

(b) Capitalizando cada uno de los capitales al momén&ab y sumando los resultados es
decir aplicando la expresion:

v. a1V =B _o0oolt+008)" = (L03)* ) coneae
" (1+i)-8 (1+006)- 103 '
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C. Renta anual perpetua variable en progresion geométa:

Si la renta que estamos tratando tuviera infini&minos, su representacion gréafica
seria:

0 1 2 3 o0

Para determinar su valor actual bastard calculdinete de la expresion general
obtenida anteriormente, cuando tiende a infinito.

. 1-8"0"
lim=a——"—~+
ne i-p

Si sustituimosn por o yv por 1/(1+i) resultara:

1- #

o (1+i)°°
lim=a—21 iy

B :( B j
@+i) (1+i
Como hemos considerado g8 era distinto de(1+i) y que como caso general mas
general 3 < (1+i), el cociente anterior es menor que la unidad y gaiot

4]

VA:a[_I'#
1+i-p4

a a ap?
i

en la que:

de donde:

expresion que nos determina el valor actual de rerda perpetua anual inmediata
pospagable, variable en progresion geométricazierfd, siendo} < (1+i).

Si B > (1+i), resultard queB/(1+i) > 1,por lo que:
ﬂ“’ :( ﬂ joo =0
@+i)” 1+

1—o00 -0

y por lo tanto

AT 14i-B 1+i-8
Como el numerador es negativo y el denominadoritamiel resultado que se obtiene

es.
VA =00

En el caso de quf = (1+i),como la expresion del valor actual es
Va=a.n.v

Calculando el limite cuandn — oo resulta
Va=0Q ooV =0
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Ejemplo:

Calcular el valor actual de una renta anual pegetmediata pospagable, siendo su

primer término 100.000 €, la razén 1'04 y el tadéovaloracion el 8% de interés compuesto
anual.

Solucioén:
Graficamente:
100.000 10@Q004) 100.000(1’042-)

| | | | |

0 1 2 3 00
Calcular el valor actuaV s

V, = a_; = 100000 1 = 2500000€.
1+i-8 1+008-104

D. Resto de tipos de rentas

Hemos calculado el valor actual y final de una aeathual inmediata pospagable
variable en progresion geomeétrica, asi como elnadtual en caso de que sea perpetua.

Si el primer vencimiento no tiene lugar en el motaemno sino en cualquier otro,
deberemos actuar de la misma forma vista en tenias@es.

Recordemos la conveniencia de representar grafitemi@a renta que se quiera
estudiar, porque a la vista del grafico, la deteanion de la expresion a utilizar es inmediata.

Vamos haber a continuacidon los otros tipos de seqtee nos queda, es decir: la
inmediata prepagable, la diferida pospagable yiddeprepagable.

a) Inmediata prepagable

Como se trata de una renta inmediata prepagalpeingtr vencimiento tiene lugar en
el momento cero, y su representacion grafica es:

e

a a+p a+2p a+(n-1)p
| | | | | |
| | | | | |
-1 0 1 2 n-1 n
—
Vo > A Y
N

Partiendo de la expresion ya conocida cuando léares inmediata pospagable
variable en progresion geométrica:

1-6"G"

1+i-p8
obtenemos el valor de la renta en el momento antakiprimer vencimiento, es decir en este
caso en el momentel, en valor aqui de la renta ¥s .

A

3 1_ ﬂn wn
P 1+i-8
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Si después capitalizamos dicho valdg al momento cero, obtenemos\él .
V, =V, [fL+i)
por tanto ahora la formula seria;

V, = (aﬂj(u i)

1+i-p

Para calcular el valor finaV/r solo tenemos que capitalizar el valor actVal a ese
momento final, es decir:

Ve =V, (1+i)

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

A =(a ](';l)l):"g](lﬂ)

Si la renta fuera perpetua inmediata prepagaldieariamos la expresion:

V, = (a E—llﬂ%ﬂj(lﬂ)

b) Renta diferida pospagable

A ser una renta diferidd afios pospagable, el primer vencimiento tiene lugar en el
momentod+1, y su representacion grafica es:

Va Ve

Partiendo de la expresion ya conocida cuando léares inmediata pospagable
variable en progresion geométrica:
_ 1_'8n @n
1+i-p8
obtenemos el valor de la renta en el momento antakiprimer vencimiento, es decir en este
caso en el momentd, en valor aqui de la renta ¥g .

1-48"0"
Vp = aﬂ—
1+i-p4
Para calcular el valor en el momento cero, es dgomlor actual Vo de la renta,

actualizaremos el valor en el momedt@s decirV, hasta ese momento cero oseaios,y
asi:

A

V, =V, [fL+i)”
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por tanto ahora la formula seria:

_ \-d _ 1_ﬁn l]/n .\-d
VA —Vp [ﬂl+|) —|:amj|(l+|)

Para calcular el valor finaV/ solo tenemos que capitalizar el valor actVal a ese
momento final, es decir:

Ve =V, (1+i)

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

V. —g 1+i)”—ﬁ’“
" (1+i)-8

Si la renta fuera perpetua diferida pospagableatibmos la expresion:

PP

c) Renta diferida prepagable

A ser una renta diferidd afiosprepagable, el primer vencimiento tiene lugar en el
momentod, y su representacion gréfica es:

I
'St p ‘ﬂ
a a+p a+(n-1)p
—— | | | | |
0 1 2 d1 d d+1 d+(n-1) n
Va W

Partiendo de la expresion ya conocida cuando léares inmediata pospagable
variable en progresion geométrica:

1- 4"
1+i-8

obtenemos el valor de la renta en el momento antakiprimer vencimiento, es decir en este
caso en el momentd-1, en valor aqui de la renta &g .

1_ n wn
kB
1+i-p8

Para calcular el valor en el momento cero, es dgomlor actual Vo de la renta,

actualizaremos el valor en el momeukd, es decir V, hasta ese momento cero oska
afos,y asi:

A

V, =V, ft+i)
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por tanto ahora la formula seria:

_ N-(a-1) _| 1-8"0" \~(d-1)
VA —Vp [ﬂl+|) —{am}(lﬁ-l)

Para calcular el valor final/¢ solo tenemos que capitalizar el valor actMal a ese
momento final, es decir:

Ve =V,(d+i)™

O también podiamos haber capitalizado todos lostatep al momento final,
utilizando la expresion conocida:

V. :(a ]('I_:)I):gj(lﬂ)

Si la renta fuera perpetua diferida prepagable&atiamos la expresion:

1+i-p

V, = (a G#j(l iy
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UNIDAD DE TRABAJO 7°

PRESTAMOS

1. GENERALIDADES:

A. Introduccion:

Un préstamo es una operacion en la que una persongrestamista- entrega a
otra -prestatario- un capital C comprometiéndos ésta segunda a devolver el capital
recibido y a pagar los intereses correspondientesla operacion, segun las condiciones
convenidas.

En sentido financiero debe interpretarse que lo enteega el prestamista debe ser
igual a lo que recibe del prestatariogdo ello valorado en un mismo momental tipo de
interés fijado para el préstamo.

Existe diversagormas de amortizacion de préstamgdas cuales son las siguientes:

A) Amortizacién de préstamos mediante reembolso Unico:
a) Con pago periddico de intereses.
b) Con pago Unico de intereses junto con el capitalsgupresto.

B) Amortizacién de préstamos mediante una renta:
a) Sistema franceés.
b) De cuotas de amortizacion constantes.
c) Sistema aleman.
d) Sistema americano.

B. Amortizacion de préstamos mediante reembolso Unico

Sea Cy el capital prestadon la duracion del préstamo ie el tanto de interés anual
compuesto al que se realiza la operacion.

Si el préstamo se amortiza mediante reembolso Gmiplica que Cy se devuelve de
una vez en la fecha que se haya convenido.

Se debe cumplir siempre la premisa de que lo quieegya el prestamista debe
ser igual a lo que devuelve el prestatario, valovatbdo ello en un mismo
momento, es decir equivalencia financiera.

Como ademas de devolver el capit@l, el prestatario_esta obligado a pagar los
interesessegun el vencimiento de estos distinguiremos dassca

a) Pago Unico de intereses junto el capital que se sté:

Es decir, al final de la duracion del préstamafiosse paga el capital y los intereses,
por tanto el montante a devolver sera, utilizaraleXpresion ya conocida de capitalizacion
compuesta:

C,=C,f1+i)
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La representacion gréafica sera

& e

| |
0 n

Como lo que entrega el prestamista ha de ser glmbue le devuelve el prestatario,
valorado todo ello en un mismo momentaje be cumplirse:

Cy = |Co L +i) L +i)™
C,=C,fi+i) tfi+i)" =c,ffi+i)’ =c,@=C,

b) Pago periédico de intereses

En este caso, el prestatario pagara al prestamisiaseperiodos en que se haya
dividido la duracion del préstamo afios los intereses que corresponda y al final de la
duracion del préstamo devolvera también el capitdtado, es decir a lasafios

Como el capital que se debe es siempre el misnsointereses de cada afio seran
iguales y se obtendran como resultado de multipgtganto unitario de interés anual por
el valor del capitalCy objeto del préstamo.

Por tanto: Interés anualGy . i

Su representacion grafica sera:

e e——

Co Gi Q?i QII Gi Ql)i
I I I

| | |
| | |
0 1 2 3 n-1 n
Si el préstamo dura afios, cada afio se pagan en concepto de inte@sedy en el
momenton, ademas del interés correspondiente, se devuebapithl Cy que se presto.

Se debe cumplir la premisa de que entrega el pnesgtaha de ser igual a lo que le

devuelve el prestatariwalorado todo ello en un mismo momentogs decir en el momento
cero.

A la vista de la representacion grafica se obsenelos intereses pueden actualizarse

al momento cero a través del factor ; ya que constituyen una renta anual pospagable de
términos, cada uno de ellos de cuar@iai

Para llevar al momento cero el capit@, que se devuelve emn se utilizara
l6gicamente el factarl +i)™".

Para que haya equivalencia financiera debe curaplirs
C=C0O , +C I:(:I-'I'I)_n
—(1+i)™
[
Sacandofactor comuna C yoperando:

C, =C, Eﬁi EIl'(ilJ’I)_nI + (1+i)'”} =CO[1—(1+i)'” +(1+i)™" ]=co(1—o)=(:O

C,=C,0 +C, 1+i)"
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Ejemplo:

Nos conceden un préstamo de 700.000 € al 8% deesntnual. Si la duracion del
mismo es de 6 afios, calcular cuanto tendremosapss franscurrido 6 afios:

(a) Si se amortiza el préstamo mediante reembolso @aaapital e intereses.
(b) Si se amortiza el préstamo mediante reembolso (décoapital habiéndose pagado los
intereses cada afo.

Solucion caso a)

Su representacion grafica sera:
70|0.UUU

| | | ’

| | |
I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

C,=crf1+i)' = C, =700000x(1+008)’ = 111081203 €.

Solucién caso h)
Su representacion grafica sera:

56.000
56.000
56.000
56.000
56.000
56.000
+700.000

| | | | | | |
I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Cada afio se paga el interés correspondiente: .li=@00.000 x 0'08 = 56.000 €
Por tanto, en el momento 6 habra que pagar elémtanual correspondient6.000 €y
devolver el capital que nos prestait®0.000 €

C. Cancelacion de un préstamo. Cancelacion parcial

a) Préstamo amortizable con reembolso Unico de capitalintereses

Supongamos que se ha concertado un préstamo ddacGaamortizable mediante
reembolso Unico de capital e intereses al cabosla lafios que dura dicho préstamo.

La representacion grafica sera

& @y
| |
0 n
¢, Qué sucedera si el prestatario propone la can@eldel préstamo en un momenio

anterior an es decir (h<n)?

1) Si el tipo de interés del mercado i’ es igual o ayor que el tipo de interés del
préstamo i,
i'>i
el prestamista no tendra inconveniente alguno emtarcla cancelacion porque puede
invertir su dinero en el mercado a un tipo iguadayor al que obtenia en el préstamo

¢ Si la_cancelacién_es totaen el momento h, exigira el montante obtenido de
capitalizar el capitalCy que prest6 por losh afios que han transcurrido al tipo de
interési.
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Por tanto

Graficamente:

¢ nC |
! | |
0 h n

¢ Si la cancelacion es parcigborque el prestatario realiza en el momefitoun
pago Py, ¢cuanto debera pagar en el momenta Llamando S, al saldo que
gueda pendiente en el momeritp y siendo este:

S =C0[ﬂ1+i)h—Ph

lo que tendrd que pagar en el momentcserd el valor del sald&, capitalizado
por (n-h) periodos, al tanto de interés del préstdPor tanto:

C,=§ i)™
sustituyendo en la expresion el valor gde S
C, = |c, ti+i) -R | cfa+i)

si operamos
C, =Gy i) tei)™ R i)™ =, i) R o)™
es decir:
C,=C,fi+i) -R f+i)™"
Ejemplo:

Se contrata hoy un préstamo de 1.000.000 € al 8%ateieds compuesto anual, para
ser amortizado mediante reembolso Unico de capitgkerés al cabo de 8 afos.
Se pide:

(a) Calcular el importe que debera pagar el prestatarscurrido los 8 afios.

(b) Suponiendo que el prestatario propusiera la cacicelalel préstamo en el momento 5 y
siendo el tipo de interés de mercado en ese monerlo% anual, ¢cuanto exigira el
prestamista en dicho momento si la cancelaciontait

(c) ¢Cuanto exigira el prestamista en el momento Bmiestatario le ha entregado 600.000 €
en el momento 5?

Resolucién:
Solucion en el caso a)

Segun los datos propuestos, la representaciorcgradra:

/_\

1.0?0.000 {Q
8

0
Y la cantidad que debera devolver el prestatara: se
C, =C,f1+i) = C, = 1000001 + 0'08)° = 185093021 €.

cantidad que comprende la devolucién del capitlpago Unico de los intereses.
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Solucién en el caso b)

Si se cancela el préstamo totalmente en el montegtel tipo de interés de mercado
es el 9% el prestamista no tendré inconvenientenalgn que le devuelva

C, =C,1+i) = C, = 1000001 + 0'08)° = 146932807 €.

ya que él lo puede reinvertir ahora al 9 % en ektadp.

Solucién en el caso ¢)
Si el prestamista entrega 600.000 € en el momen &ntidad que debera entregar
en el momento 8 sera:
C,=C,f1+i) -r, f1+i)"" = C, = 1000001 + 0'08)° -60000(1 + 0'08)*° = 109510301 €.
Obsérvese que no se ha modificado el tipo de mtdee la operaciéon porque el

prestamista ha podido reinvertir las 600.000 € algopanticipado al nuevo tipo de interés de
mercado, que es superior al del préstamo, lueguadéetal anticipacién.

2) Si el tipo de interés de mercadad’ es menor que el tipo de interés del préstamo
<
el prestamista no aceptara la cancelacion antigippcho ser que el prestatario le
indemnice por el importe que supone la lesion ddarsereses.

¢ Sila cancelacion es totan el momentdn, habréa que pagar una cantidad t@l que
invertida al tanto de interés de mercado por (n-h) periodos, sea igual que lo que
obtendria si no acepta la cancelacion. Por tanto

C,fi+i)™" =c,fi+i)

=gk o, ooy

¢ Si_la_cancelacion_es parciaporque el prestatario entrega una canti®ad en el
momentoh, ¢ cuanto debera pagar emmeimentan?.

Entonces

En el momentam pagara una cantidadC,, tal que cubra la diferencia entre lo que
cobraria si no hubiera existido cancelacion pargill que ha obtenido invirtiendo
Pn durante (n - h) periodos al tanto de interés decatki’. Por tanto:

SR ) B T
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Ejemplo:

Se contrata hoy un préstamo de 1.500.000 € al & Yatdrés compuesto anual, para
ser amortizado mediante reembolso Unico de capitdkreses al cabo de 10 afios. Se pide:

(a) Calcular el importe que debera pagar el prestatascurridos los lo afios.

(b) Suponiendo que el prestatario propusiera la carielaej préstamo en el momento 6 y
siendo el tipo de interés de mercado en ese monernfto% anual, ¢cuanto exigira el
prestamista en el momento 6 si la cancelaciontak’to

(c) ¢Cuanto exigird el prestamista en el momento 1d) prestatario te hubiera entregado
750.000 € en el momento 67

Solucién caso a)
Segun los datos propuestos la representacion gisdra:

1.590.000 Cllo

I I
0 10

Por tanto, la cantidad que debera entregar elgteest transcurrida la duracion del
préstamo sera
C,, = C,(1+i)" = 150000¢1 + 0'08)*° = 323838750 €.
Dicha cantidad comprende la devolucién del, capitllpago Unico de intereses

Solucién caso b)

Si se cancela el préstamo totalmente en el montegtel tipo de interés de mercado
en ese momento &= 0’07, el prestamista exigira una cantidad; , @l que capitalizada al
7% por el tiempo que media hasta el momento acortacialmente para la cancelacion de
3.238.387,50 € que es lo que cobraria si no esastincelacion.

Graficamente:
//\\A

?6 3.238]387,50
I I
6 10

Por tanto:
C, [1+i')"™" = 323838750€.
Despejanda
_ 323838750
Co =~y
(1+| )

= 323838750(1 + 007) ) = 247055032€.

= 323838750(1+i' ) ™" =

Solucion caso ¢)
Si el prestatario entrega en el momento 6 la cadtae 750.000 € el prestamista en el
momento lo exigira: la diferencia entre lo que ebé si no se cancela el préstamo y lo que
puede obtener al invertir las 750.000 € al 7 %e(ég de mercado) durante 4 afios.

Portanto: C,=C,{1+i) -P,(1+i')'™; ComoC,{1+i)" =323838750€.
Sustituyerdo y operando:
C,, = 323838750 -75000(1 +0'07)"*° = 225529049 €.
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b) Préstamo_amortizable con _reembolso _Unico _de capitaf pagos periédico _de
intereses

Supongamos que se ha concertado un préstamo déacu@y para amortizar
mediante reembolso Unico al cabo deafios, pagandose cada afio el interés correspondiente
Coi.

Graficamente: G
+

Co G G G (@]

| | | | |
0 1 2 3 .. n

¢, Qué sucedera si el prestatario propone la caimmeldel préstamo en un mometito
anterior an, es decir (h < n)?

1) Sieltipo de interés de mercadbd es igual o mayor que el tipo de interés del prést,
2

el prestamista no tendra inconveniente en aceptaaricelacion porque puede invertir su
dinero a un tipo superior al que lo tenia invertido

¢ Si la cancelacion es total ya se han pagado los intereses correspondietes
momentoh, el prestamista exigira que ledevuelva el capitalCy que presto

¢ Sila cancelacién es parciabrque el prestatario entrega en el moménioa cantidad
Pr , el prestamista cuando llegue el momemtexigira que se le paga el saldo que
gueda pendiente en el momertp que llamamos S

S, =G -R,

suponiendo, como ya hemos dicho, que el prestal@ari@m pagado los intereses de
cada aflo, -que ahora sefan - e incluso los del momento

Graficamente: 8

+

Qi Ri h$
| | | |
| | | |

h h+ h+2 n

2) Si el tipo de interés del mercado es menor que el tipo de interés del préstamo
< i

¢ Caso de cancelacion tatal
El prestamista en el momentoexigira una cantidadC, tal que sea igual a la
suma del valor del préstam@, mas el valor actual al tipo de interésde la
lesion anual que sufre en sus intereses, siendo[€st — Gy i’ |

Por tanto:

Ch = (Co -G, [ﬂl) nh it Co

¢ Caso de cancelacién parcial
Si el prestatario entrega en el momemton pago parcialP;, , ¢ cuanto exigira el
prestamista en el momema

PRODUCTOS Y SERVICIOS FINANCIEROS Y DE SEGUROS BASICOS 237
JOSE MANUEL DOMENECH ROLDAN
PROFESOR DE ENSENANZA SECUNDARIA
RAMA ADMINISTRATIVA'Y COMERCIAL



Sino aceptara la cancelacion, lo que obtendria eroeienton seria:
= El valor final de los intereses anuales que per€ibe, valorados al tipo de
interés de mercadd, ya que dichas cantidades sélo puede reinvertirla

dicho tanto.
= yademas el capit&,.
Es decir:
C, I8, ; +C, (1)
Graficamente:
C
+
e Gi Coi
| | | |
| | | |
h h+l h+2 o n

Si acepta la cancelacion parcigl , en el momenta tendra la suma de:
= el valor dePh capitalizado al tanto de mercado i' por (n-h) o)
» |os intereses anuales -que ahora s&frvalorados en el momento al

tanto de mercado '
» y el saldoShque queda pendiente por amortizar.

Es decir:
RL+i)™" +5, 008, , +S, (2)
Ambas expresiones (1) y (2) deben ser iguales gaeael prestamista
acepte la cancelacién parcial.
Entonces:
Co 8, +Co = R L+i")™"+S 05, , +S,

Como lo que buscamos &, despejando quedara:

— Co |][Sn—h i +Co - Ph [ql"'i')n_h
i Esn—h i +1

S

Ejemplo:

Hace 4 afios se concert6 un préstamo de 5.000.8D00€% de interés anual. para ser
amortizado mediante reembolso Unico, transcuri@daBos de su constitucién, y conviniendo
pago anual de intereses

Sabiendo que el tipo de interés de mercado e%ehBual, calcular:

(a) La cantidad que hoy cancela totalmente el préstamo.
(b) El saldo del préstamo si hoy entrega el prestafa@i00.000 €
(c) La cantidad que deberéa entregar el prestatarid momento 9 teniendo en cuenta que ha

entregado 2.000.000 € hoy momento 4.
Solucién caso a)

El interés que cada afio cobraré el prestamista es:
C, O =5000000x 0'10 = 500000€.

Ademas, en el momento 9 le devolveran los 5.00060Q@e presto.
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Las condiciones del préstamo tienen la siguierieesentacion =
o o o o =) o =) o o <
o o o o o o o o o QC
o o o o o o o o QC
o o o o o o o o o <
o o o o o o o o o uw
Lo o o Lo o o o n 1 +
[ [ [ [ [ [ [ [
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Si hoy, momento 4, acepta la cancelacion total ptéstamo y le devuelven los
5.000.000 £, invertidas al 8 % que es el tipo derés de mercado le producirian 400.000 €
anuales.

o o o o o o)
3 o o o o =)

) ) S ) o

o o o o o o

o =) =) =) o o

< < < < < <

[ [ [ [ |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

De donde se deduce que cada afio perderia en @sd&30.000 - 400.000) es decir
100.000 €

Por lo tanto, para aceptar la cancelacion exigna ecantidad C, tal que cubra la
lesion que sufre en los intereses y el capitalpgasto.
C, = (Co [i-Cy [il) n-n i HCo = (Co [(i _il)) nn v HCo =

\1-(1+008) )
o

c, = (5000004010~ 008 +5000000= 539927 €.

Hoy, para aceptar la cancelacion total, el prestangixigira el pago de 5.399.271 €
Solucién casos b) vy ¢)

El prestatario hace un pago hoy de 2.000.000 €
P,=2.000.000 €
Si el prestamista no aceptara la cancelacion, sroeienton tendra:

(1+008)" " -1

C,=C,005,_, ; +C, =5000000<0'10x% +5000000= 793330048 €.
Si el prestamista acepta la cancelacion parciatl enomento 9 tendra:
Gréficamente: Q
+
2.000.000 n0'10 %010 n'10
| | | |
| | | |
4 5 6 9
Sh - Co O EBn—h it +Co 'Ph [(1+i')n_h -
i |:Bn-h i + 1
inaP-4 _
5000000x 0'10x 1+ 083)8 1 + 5000000~ 2000000 (1+008)™
Sh = =

(1+008)™ -1
008
S, = 314789812¢€.

Concluiremos diciendo que el saldo que queda petedor amortizar en el momento
4 es de3.147.898,1Z y sera lo mismo que el prestatario debe pagal sromento 9 puesto
gue cada afio paga los intereses correspondiedtelscacapital, como puede observarse en el
grafico.

0'10x
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2. AMORTIZACION DE PRESTAMOS POR EL SISTEMA FRANCES :

A. Amortizacion de un préstamo mediante renta

Supongamos un préstamo de cuantia que se amortiza mediante pagos de

cuantiaa; , dz, ds, ... ,d, que vencen en los momentasy, 3, ..., nrespectivamente.
Gréaficamente
Co a; (0 0) (0 ) (o %

b ) 5 : —

La equivalencia financiera implica que el valor getstamo Cy ha de ser igual al
valor actual de la renta que lo amortice valorddga de interés del préstamo,

Dada la variedad de rentas que hemos estudiadde pleducirse que un préstamo
podrd amortizarse por cualquiera de ellas, perd ags limitaremos fundamentalmente al
estudio de la amortizacién de un préstamo mediamdeenta anual constante.

Si en el caso propuesto los pagos son anuales tgnad de interés eb anual
compuesto, la equivalencia financiera implica que:

Co=a,fi+i) +a,1+i)" +a,1+i)° +..+a, 1 +i)™"
gue podra expresarse de forma abreviada como
q:i%mﬁﬁ
h=1
o también, teniendo en cuenta quie= (1+i)"

Co = hZ:lah v (1)

Si todos los términos que componen la renta sadegues decir

1= 0=03= ...=0p, =0
sustituyendo en (1) resulta:
n
Co=D al¥
h=1
por tanto:
n
Co=ald V'
h=1
Como:
3 h
ZV = n i
h=1
quedara:

C,=al

ni

expresion que indica que el préstafpes igual al valor actual de la renta anual constant
inmediata postpagable ddérminos que lo amortiza, al tipo de interés acoatpuesta.
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B. Sistema francés o de amortizacidon progresiva

El sistema francés de amortizacion de un préstammngiste en la
amortizacion de este mediante una renta constarg@ dérminos.

Graficamente

Co a; (0 0) O3 (o %
| | | |

b ) ; ; —

Por tanto, si la renta es anual debe cumplirse que:
C,=al

Cada anualidad es la suma de la cuota de interés guota de amortizacion
correspondiente al afio de que se trate.

Este sistema se llama también progresivporque a medida que transcurre el tiempo
las cuotas destinadas a la amortizacion de caitabiendo mayores. Logicamente las cuotas
de interés irdn disminuyendo porque el capital parid por amortizar ir4 siendo menor.

Graficamente:
C; C, Cs C Cha C,
—
\
—
I 1 I 2 I 3 [ I n_l I n

C. Cuadro de amortizacion de un préstamo por el sisteafrancés

Veamos a continuacién los elementos que componemaglro de amortizaciéon de un
préstamo segun el sistema francés, y como pueddaale cada uno de ellos.

¢ Anualidad
La anualidad que amortiza el préstamo se calcutéepdo de la expresion
C,=al .,
Despejando:
a =C, E—lL

ni

¢ Cuota de interés },

El interés de cada afo se obtiene como resultadpld=r el tanto unitario
de interési al capital que queda pendiente por amortizaadelanterior,Rp.;.

Asi, el interés del afilo sera:

l, =R, O
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Por tanto, el interés del afio 1 sera:

, =R 0
como:
R =G
resulta:
,=C, 0

¢ Cuota de amortizacion G,

Es la parte de la anualidad que se destina a laizamdn de capital.
Como:
a=1,+C,

conociendoly, resulta que
C,=a-l,

La cuota de amortizacion del afices la diferencia entre la anualidad y la
cuota de interésy, del afioh.

¢ Total amortizado T

Es la suma de las cuotas de amortizacion pagad@asetasomentd.

Por tanto:

T, =C,+C,+C,+..+C,

¢ Resto por amortizar R,

Es la parte de capital que queda pendiente por eaorEe llama también
capital vivo.

Se obtiene como diferencia entre el valor del prastCy y el total
amortizado hasta el momeriio

Es decir:
R, =G —T,

También puede obtenerse valorandddndas las anualidades que quedan
pendientes.

Entonces
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Ejemplo: Redactar el cuadro de amortizaciéon de un présiden®.000.000 € para
amortizar mediante 4 anualidades constantes vatwiarprimera al finalizar el primer afo, y
siendo el tipo de interés del préstamo el 8 % acmralpuesto.

La representacion grafica sera

1.000.000
P i ¥ 1 1
0 1 2 3 4
El valor actual de las cuatro anualidades ha deysal a 1.000.000 € Por tanto:
1000000= a

4 008

Co 1000000
+ oo 1-(1+0'08)
008

La anualidad que amortiza el préstamae$801.920,80 €.
El cuadro de amortizacién en este caso seria aegaigu

De donde: @ = 10000000 ;' = _ =30192080%€.

Afios  Anualidad Interés Cuqta d-e,' To-tal Resto.por
n o n amortizacion  amortizado amortizar
Cn Tn Rn

0 1000000,00

1] 301920,80 80000,00 221920,80 221920,80 778079,20

2| 301920,80 62246,34 239674,46] 461595,26 538404, 74

3| 301920,80 43072,38 258848,42 720443,69 279556,31

4| 301920,80 22364,51 279556,29 999999,98 0,02

= Elinterés del afio 1 sera:
I, =R, 0 =C,d=1000000¢ 008 = 80000€
» La cuota de amortizacion del afio 1 sera:
C,=a-1,=30192080-80000=221920,8CC
= El total amortizado en el afio 1 ser& el importeadénlica cuota de amortizacion
gue se ha pagado:
T, =C, =22192080¢€.
= Elresto por amortizar en el afio 1 sera:
R, =C, -T, =1000000- 221921=778079,2CE

Ya hemos calculado todos los valores que corregyoaldl® afo.
En el 2° afio:
= La anualidad es la misma para todos los afios: 20,B0O €
= La cuota de interés sera:
|, =R 0 =77807920x0'08 = 6224634 €.
= La cuota de amortizacion:
C,=a-1,=30192080-62246,34= 239674,4¢6E

= El total amortizado:

T,=C,+C, =22192080+ 23967446 = 46159526 €.
= El resto por amortizar:

R, =C, -T, =1000000- 461595,26= 538404, 74.

otambién: R, =R, -C, =77807920 - 239674,46= 538404,74.

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado paracélculo de la 12 y 22 filas se
realizar para calcular los valores que aparecdasetios restantes.

Los 2 céntimos que aparecen por defecto de amaiizase deben a los errores por
desprecio o redondeo de decimales, y l6gicamentdaepractica no tienen ninguna
importancia.
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D. Céalculo de la fila h-esima del cuadro de amortizadn:

¢, Cémo podremos conocer la situacion del préstammanomento “h”  sin haber
calculado los valores correspondientes a lasditsriores?

Para ello ser preciso poner todos los elementesgunponen dicha fila en funcion de
C, n, e | que son los datos del préstamo.

¢ Anualidad del afio h

Como ya hemos calculado anteriormente:

4,=C,07 =C, B

ni

Todas las anualidades son iguales y por tanto:
a,=a

Cuota de interés del afio h
Ya sabemos que:

Como:

1
Rh—l =al n-(h-1) i = Co G—10 n-(h-) i

ni

sustituyendo en la expresion de |2 quedara:

1
Ih =Rh-1 O=al n—(h—l)ilj:co 0—20 ”'(h'l)i[ﬂ

n

Cuota de Amortizacion del afo h

Vamos a demostrar que las cuotas de amortizacigfarveen progresion
geomeétrica de razon (1 +1).

Como ya hemos visto, todas las anualidades sotegygor tanto

ah = ah+1

y también sabemos que:

ah=Ch+|h y ah+l=C +I

h+1 h+1

Por tanto, sustituyendo las anualidades en funaéh interés y cuota de

amortizacion:

ah =ah+1 :Ch+|h =Ch+1+|h+l

y también sabemos que:

I,=R.,0 y I,=R0

h+1 =
Por tanto, sustituyendo las cuotas de interés reeidn del resto por amortizar en
el afio anterior resultara:

Ch + Rh—l a :Ch+1 + Rh |

que puede expresarse como
C,+R.,0O-RO=C

h+1

0 también
Ch +(Rh—1 - R‘n )[ﬂ =Ch+1
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Sabiendo que
R.-R, =C,

resulta
C,+C,0=C

h+1
Sacando factor comun g C
c, fi+i)=cC,,

gue nos indica que la cuota del afio (h + 1) se eb& multiplicando la del
afio h por (1 +1).

Generalizando

C,=C, ffi+i)"

Como la suma de las cuotas de amortizacion delvegusg al capital prestado
resulta
C,=C,+C,+C, +..+C,

Poniendo todas las cuotas en funcion de la primera:
C,=C, +C fi+i)+C fi+i) +..+C ffa+i)"

sacando factor comin g C
C,=C, i+ (1+i)+@+i) +...+(1+i)"]
Por tanto

Despejando €

Si queremos calcular,Cresultara que

C,=C, i+i)" = Gsitﬂlﬂ)‘l

¢ Total amortizado hasta el afio h

Es el resultado de sumar todas las cuotas de aawéiiz pagadas hasta esa
fecha. Por tanto
T,=C,+C,+C,+..+C,

Poniendo todas las cuotas en funcion de la primera
T,=C,+C, [fi+i)+C fi+i) +..+C fa+i)"
Sacando factor comun a @ueda
T, =C, i+ @+i)+ (+i) +...+ (0+i)"]
Por tanto

Th:Cl[Shi

Sustituyendo € en funcién de & quedara

1
Th = CO [Sw i
Sn i
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¢ Resto por amortizar en el momento h

Es el valor en h de las anualidades pendientestaRiar

Rh:a'[| n-hi

Sustituyendoa en funcion de €

Rn:CoGLD n-h i

ni

Ejemplo:

Calcular la fila sexta del cuadro de amortizaciérud préstamo de 1.000.000 € que se
amortiza mediante una renta constante anual int@ep@spagable de 10 términos al 7 % de
interés compuesto anual.

Solucioén
* La anualidad del afio 6° sera
a=C, IZ-Ii =C, EI#_ = 1000000 1 — =14237750¢€.
o 1-(1+i)" 1-(1+007)™
[ 007
= La cuota de interéss se obtiene sustituyendo los datos en la expresion
1-(1+007)°

I, =R, O0=al . 0=142377,5k x0'07 = 4086431€.

» La cuota de amortizacidds se obtendra de la expresion:

c,=C,0 f1+i)"* = 1000000 ! ———x(1+007)° =10151319¢€,
S, | (1+007)°-1
007
= Eltotal amortizadd s sera
1 6 -
T, =C, P [B, , = 1000000x ! X (1+o07f -1 51773732€.
Sii (1+007)°-1 007
007
= Elresto por amortizaRg se obtiene sustituyendo los datos en la expresiéon
—_ + (0 —4
R, =C, IZ-ILEI +n i = 1000000 ! 7 % 1 (1 , 007) = 48226268 €.
ni 1-(1+007) 007
007
Graficamente:
h Oh In Ch Th Rn
6 142.377,50 | 40.864,31 101.513,19 | 517.737,32 | 482.262,68
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E. Amortizacion de un préstamo mediante una renta andaconstante diferida d
afos vy pospagable

Como puede observarse, todo nuestro estudio bésiéaeferido a la amortizacion de
un préstamo mediante una renta anual, constantegdiata pospagable.

Si ahora suponemos que el préstamo se amortizaanmedina renta anual constante
diferida d afios y pospagable pueden suceder dos:cas

a) Que durante los afios de diferimiento se paguen losntereses
correspondientes.

Gréaficamente:.
Co Ci Ci Ci a a a a
| | | | | | | |
| | | | | | | |
0 1 2 d d+l +2 d+n-1 d+n

Esto implica que en el momendo el capital que tenemos que amortizar sigue siendo
Co. Por tanto el cuadro de amortizacion se resuedumlique si no hubiera existido
diferimiento ya que la ecuacién de equilibrio finemno en el momenta seguira siendo:
C =a

ni

b) Que durante los afios que dura el diferimiento no sgaguen intereses.

Entonces en el momentd el capital que tendremos que amortizar seraalek \del
préstamoCy capitalizado por el tiempo de diferimiento, eside

Graficamente:
N
Co £(1+i) a a
| | | | |
| | | | |
0 d d+l d+2 d+n

Por tanto, en este caso, la ecuacion de equifiimamciero sera:
- \d
Co(l"") =al |

que puede interpretarse como la amortizacion depréstamo de cuantiai:o(1+i)d

mediante una renta anual constante inmediata paBlgagde n términos, que es igual a lo
visto anteriormente.

Como se observa en el estudio de las rentas, pusdeincidir los afios de su
duracién con el nUmero de términos que la componen.

De la misma forma, la duracion de un préstamo puedeoincidir con el numero de
términos de la renta que lo amortiza.

En el caso que acabamos de tratar, la duracién rdstamo es (d + n) afios,
mientras que el nimero de términos que lo amoesza.
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Ejemplo: Redactar el cuadro de amortizacion de un préstian000.000 € que se
amortiza mediante una renta anual constante dif&iafios y pospagable de 4 términos al 8%
de interés compuesto anual

a) a.- Si durante el diferimiento se pagan los inese®rrespondientes a cada afo.
b) b.- Si no se pagan intereses durante el diferimient
Solucién caso a)
Durante el diferimiento se pagan los interesesespondientes a cada afio.

La representacion gréfica sera:
2.000.000 160.000 160.000 «
— 1
0 1 2 3 4 5 6
Como en el momento 1 y 2 se pagan los intereseespandientes, el capital
pendiente de amortizar en el momento 2 seguirégsigle 2.000.000 €. Por tanto debera
cumplirse que:

2000000=a O

4 0,08

1

(1+ 008)
008
El interés que se paga durante el primero y segafides el mismo
I, =1,=C,0 =2000000< 008 = 160000€
Como puede observarse la realizacion del cuadrandertizacion es semejante al
obtenido cuando el préstamo se amortiza mediarderema inmediata pospagable con la
Unica diferencia de que en este caso, en los dogqms periodos sélo se pagan intereses.

De donde: a = 2000000; = 20000001 —- =60384161€

4 0,08

Afios  Anualidad Interés Cuqta d-e,' To-tal Resto.por
n o n amortizacion ~ amortizado amortizar
Cn n Rn

0 2.000.000,00

1] 160.000,00 160.000,00 0,00 0,00{ 2.000.000,00

2| 160.000,00 160.000,00 0,00 0,00{ 2.000.000,00

3| 603.841,61 160.000,00 443.841,61| 443.841,61| 1.556.158,39

4] 603.841,61 124.492,67 479.348,94| 923.190,55| 1.076.809,45

5 603.841,61 86.144,76 517.696,85| 1.440.887,40 559.112,60

6] 603.841,61 44.729,01 559.112,60| 2.000.000,00 0,00

Solucion caso b)
Durante el diferimiento no se pagan intereses/|@aque estos se irdn acumulando al
capital Co y en el momento 2 el capital a amortizar sera:

C,(1+i) = 20000041+ 008) = 2332800€

Gréaficamente:
o o
e ]
8 | % m
S 0
~ ~ d o o
| | | | |
| | | | |
0 2 3 4 6

Ahora tenemos que amortizar un capital de 2.3828 mediante una renta de 4
términos inmediata postpagable. Por tanto debe linsepjue:
2332800=a O

4 0,08

De donde
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1

a=C,——— =2332800 — =70432085€
4 008 1_(1"' 008)
008
El cuadro de amortizacion sera el siguiente:
Afios  Anualidad Interés Cuqta d-e,' To-tal Resto.por
N o n amortizacién  amortizado amortizar
Cn Tn Rn

0 2.000.000,00
1 0,00 0,00{ 2.160.000,00
2 0,00 0,00| 2.332.800,00
3] 704.320,85 186.624,00 517.696,85] 517.696,85| 1.815.103,15
4] 704.320,85 145.208,25 559.112,60| 1.076.809,45] 1.255.990,55
5] 704.320,85 100.479,24 603.841,61] 1.680.651,05 652.148,95
6| 704.320,85 52.171,92 652.148,93| 2.332.799,99 0,01

El defecto de amortizacion, debido a los errores gesprecio o redondeo de
decimales, es en este caso de 0'01 €, que légitamwemece de importancia.

F. Amortizacion de un préstamo mediante renta constaetfraccionada

Sea Cy la cuantia de un préstamo que se va a amortiedramte una renta k-simal
constante de cuantiany , inmediatas pospagable.

Gréficamente:
Co (0 0% Oy (o (% Ok
| | | | |
|
b i b 5 nk
= Siel tanto de interés del préstamo es el efeaivanual i, calcularemos el
tanto k-esimal equivalente § a través de la expresion:
1
i, =(1+i)k-1
y luego podremos escribir la ecuacion de equilifinanciero del préstamo. Asi:
Co=a b
de donde despejando obtendremos:
Co

a, =

nk iy

= Si el tanto del préstamo es el nominal ¢J hallaremos k de la forma:

[ Iy

“ Kk

y luego, la ecuacién de equilibrio financiero delgtamo, como en el caso anterior sera:
C,=a. 0

nk iy

A partir de aquij, los pasos a seguir para haker élementos del cuadro de
amortizacion son semejantes al caso de amortizacgaliante renta anual constante.

La diferencia estriba en que en la praneolumna figurar “n° de periodos
k-esimales” en vez de n° de afios. Por otra palriaterés de cada periodo sera el resultado

de multiplicar el resto por amortizar en el pericaderior por el tanto ik k-esimal
correspondiente.
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Ejemplo: Redactar el cuadro de amortizacién de un préstan600.000 € que se
amortiza mediante 4 pagos semestrales constaetesendo el primero a los seis meses de la
constitucién del préstamo, y siendo el tanto nofranamularle por semestres el 12%.
Resolucion:

Graficamente:
600.000 o, a, as a;
| | | | |
IO | 1 | 2 I3 ! 4 semestres

El valor actual de las 4 semestralidades ha dgysat a 600.000 € Por tanto:

Comoel tantoesnominal calcularenos i, atravésdela expresion: i, =% = . 006
El valor actual delas 4 semestralladesha de serigual a 600.000 €.Por tanto:
600000
C,=a,0 ,,, =600000=a,0 =>a,= — =17315490€
0 k k iy 2 4 0,06 2 1-(1+O,06)4
006

La semestralidad que amortiza el préstamo es da34,30 €

El cuadro de amortizacion en este caso sera:

Aflos  Anualidad Interés Cuqta d_e, To_tal Resto.por
n amortizacion  amortizado amortizar
: a Cn Tn Rn
0 600.000,00
1] 173.154,90 36.000,00 137.154,90| 137.154,90 462.845,10
2| 173.154,90 27.770,71 145.384,19| 282.539,09 317.460,91
3| 173.154,90 19.047,65 154.107,25| 436.646,34 163.353,66
4| 173.154,90 9.801,22 163.353,68| 600.000,02 -0,02

Los 2 céntimos que aparecen por exceso de amadtizaae deben a los errores por
desprecio o redondeo de decimales, y logicamentdaepractica no tienen ninguna
importancia.

En aquellos casos en los que la renta que amortizaréstamo sea diferida,
procederemos de forma semejante a la expuestdogarasmos casos en que la amortizacion
se hacia mediante pagos anuales.
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3. AMORTIZACIQN DE PRESTAMOS MEDIANTE CUQOTAS DE
AMORTIZACION CONSTANTES :

A. Generalidades

La caracteristica principal de este método de araoibn es que en cada periodo se
amortiza la misma parte de capital, es decir gslelatas de amortizacién son todas iguales:
C,=C,=C,=..=C,, =C,

Légicamente, los intereses van disminuyendo deeuiogio al siguiente, y siempre en
la misma proporcién, por lo que:
[,>1,>0,>.51 >

n

Por lo tanto, la anualidad de cada periodo es ny®ta del siguiente:
a >a,>a,>.>a,,>a,

Graficamente:
I 1 I2 I3 ..... n I]_ In
C, G|l G| ..... Gl G

B. Calculo de los elementos del cuadro de amortizacipn

Para calcular los elementos del cuadro de amoidizgmrocederemos del siguiente
modo:

¢ Cuota de amortizacion G,
Como todas las cuotas son iguales:
C,=C,=C,=..=C, =..=C,

cada una serd el resultado de dividir la cuantigstamo entre el nimero de periodos en
gue se desea amortizar. Es decir:

C
C.=—2
" n

¢ Total amortizado T

Es la suma de las cuotas de amortizacion pagadasetiasomento h.
T,=C,+C,+C, +..+C,

Como todas son iguales resujges

e

n
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¢ Resto por amortizar R,

Es la parte del préstamo que esta pendiente deiaanort
R, =G, -T,

Sustituyendo resulta:

3 =c, -nifs

1N
R=c1-1]

De donde:

¢ Cuota de interés |h

El interés de cada afo es el resultado de aplidantd i al resto por amortizar en el
ano anterior.

La evolucién de los intereses es:
I, =C,li

|2=(c0 -%)I]=COEI -%u

|3=(c0 - 2%)|]=con - z%m

|h=(c0 - (h-1)%)|:n=con - (h-l)%l]

Es decir que los intereses varian en progresiamétiita decreciente de razon:
C
-0
n

Para calcular directamente el interés del dfidobasta multiplicar pori el resto por
amortizar del periodth - I). Es decir:

|, =R_,0 =C0(1—%JD =

I, =C,0 - (h-l)%l]

Como Co.i =11, la expresion de;, puede también tomar la forma de:

C
—_ 0
l,=1,-(h-1)=20
n
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¢ Anualidad

La anualidad es la suma de la cuota de interéslg @mortizacién correspondiente a
cada periodo. Asi:

a,=1,+C,
gue puede expresarse de la forma:
a,=C,0 - (h-1)Sea+Se
n n

Al ser las cuotas de amortizacion constantes yléamterés variables en progresion
aritmética, la anualidad también variara en la ni$onma. Es decir:

a,=a, - (h-l)%l]

EJEMPLOS:

Ejemplo 1% Redactar el cuadro de amortizacion de un préstan®a00.000 € que
se desea amortizar mediante 5 cuotas constanteamdetizacion, al 16% de interés
compuesto anual.

Solucion
Incognita: Cuadro de amortizacion
Afos  Anualidad Cuota de Cuota de Total Resto por
n o Interés Amortizacion  Amortizado Amortizar
0 3.000.000,00
1] 1.080.000,00 480.000,00 600.000,00f 600.000,00f 2.400.000,00
2| 984.000,00] 384.000,00 600.000,00| 1.200.000,00] 1.800.000,00
3| 888.000,00 288.000,00 600.000,00{ 1.800.000,00f 1.200.000,00
4] 792.000,00f 192.000,00 600.000,00| 2.400.000,00] 600.000,00
5! 696.000,00 96.000,00 600.000,00{ 3.000.000,00 0,00
La cuota de amortizacion de cada afio es:
C 3000000
Ch =0 = —5 = 600000€
n

La cuota de interés del afio primero es:
I, =C, 0 =3000000¢ 016 = 480000€

Las demas pueden hallarse a partir de la primaranido en cuenta que la razon de la

progresion es:
_ G 0= _3000000x
n
La anualidad de cada afio es la suma de la cuatdetés y la de amortizacion.
a, =1,+C, =480000+600000= 1080000€

Las demas podemos hallarlas también a partir gein@era teniendo en cuenta que

van decreciendo cada afio a razén de 96.000 €.

0,16 = -96000€
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El total amortizado, como ya hemos visto en el aegttabrico, se halla sumando las
cuotas de amortizacion pagadas hasta el momentaidelo. Por ejempilo:

T,=hife = 3x—30050000= 1800000€
n

El resto por amortizar es la diferencia entre ebvdkl préstamo y el total amortizado.
Por ejemplo:
R, =C, -T, = 3000000~ 1800000= 1200000€

O también el resto por amortizar en el periodorartenenos la cuota de amortizacion
del periodo actual:
R, =T, -C, = 1800000~ 600000= 1200000€

Ejemplo 2°% Calcular la fila 7 del cuadro de amortizacion de préstamo de
8.000.000 € sabiendo que se amortiza mediantedim&wonstantes, siendo el tipo de interés
el 18 % compuesto anual.

Solucién
La cuota de amortizacion de un afio cualquiera es:
C, = C, _ 8000000_ 800000€
n 1C

La cuota de interés del afio 7 se obtiene partideda expresion:
I, =C,0 - (h-1)%n =

porloque: |, =8000000x 018 - (7 - 1)%% 018=576000€

La anualidad del afio 7 sera:
a, =1, +C, =576000+ 800000= 1376000€

El total amortizado en el momento 7 es:
T, =h IZ-IC—O =7 X%(): 5600000€
n

El resto por amortizar transcurrido el afio 7 seré:
R, =C, -T, =8000000- 5600000= 2400000 €
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